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Depois de ter passado pela disciplina de “Introdução ao Cálculo”, chegou a hora de aprendermos um pouco 
de	uma	teoria	muito	importante	para	a	Matemática	e	para	as	outras	ciências,	que	é	o	cálculo	diferencial.
Os	problemas,	em	todas	as	áreas	da	ciência,	estão	se	tornando	cada	vez	mais	complexos;	consequentemente,	
os	 pesquisadores	 que	 investigam	 soluções	 eficientes	 para	 os	 mesmos	 necessitam	 de	 conhecimentos	
diversificados	 que,	 em	 geral,	 vão	 além	 da	 área	 específica	 de	 suas	 atuações	 profissionais.	 Um	 dos	
conhecimentos	 imprescindíveis	na	 resolução	de	problemas	está	 relacionado	aos	métodos	e	 teorias	do	
Cálculo	Diferencial,	fundamental	para	alunos	de	graduação.
Este  material  é  seu  guia  principal  para  direcioná-lo  no  estudo.  A  leitura  deste  guia  não corresponde à  
leitura de um livro de cabeceira. Quero dizer com isso que, numa primeira etapa de estudo individual,  
você	deve	 ler	 este	 guia	munido	de	 lápis	 e	papel,	 para	 conferir	 contas,	 completar	 raciocínios	que	aqui	
apareçam,	 fazer	anotações	de	dúvidas;	além	de	consultar	materiais	 complementares	 sugeridos.	Numa	
segunda	etapa,	você	poderá	se	comunicar	com	seu	tutor,	com	os	colegas	da	turma	e	comigo	por	meio	do	
Ambiente Virtual de Aprendizagem –	AVA	(Moodle).		Além	disso,	você	deve	estar	atento	às	orientações	






•	 Derivadas: Módulos 3 e 4.
Cada	um	desses	módulos	 tem	a	duração	de	duas	 semanas,	 conforme	 você	 verá	 no	 cronograma	 geral	
e	nos	mapas	de	atividades.	 	 Nossas	atividades	 iniciam-se	sempre	às	 segundas	e	finalizam-se	 	 	 sempre	
aos    domingos,  para  que tenhamos um acompanhamento  quinzenal.   Tenha sempre  em mente  essas  
referências	temporais,	para	a	organização	de	seus	estudos.	Procure	ler	com	atenção	o	material	e	fazer	as	
atividades	propostas.










TEMPO DE DEDICAÇÃO À DISCIPLINA
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Sugiro  aqui  uma  distribuição  do  seu  tempo  no  decorrer  dos  estudos,  baseada  na  carga  horária  de  90  
horas	da	disciplina,	distribuídas	em	4	semanas.	Assim,	sugiro	reservar	entre	22	e	23	horas	de	estudo	por	
quinzena	para	cada	módulo,	entre	o	estudo	deste	guia	e	a	realização	das	atividades.
PRINCIPAIS FORMAS DE AVALIAÇÃO
A avaliação será processual e ocorrerá ao longo de todos os módulos do curso, sendo considerados dois 
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como	uma	função	 f	varia.	Algumas	 funções	variam	continuamente,	 ou	seja,	pequenas	mudanças	em	x 
produzem apenas pequenas mudanças em f(x). Outras	funções	podem	ter	valores	que	saltam	ou	variam	






































Exemplo 2: Em	Física,	temos	os	conceitos	de	velocidade	média	e	velocidade	instantânea.	A	velocidade 
média de	um	 corpo	em	movimento	durante	um	 intervalo	 de	 tempo	é	obtida	 dividindo-se	 a	 distância	
percorrida	pelo	tempo	gasto	para	percorrê-la.	
Considere	que	um	projétil	é	lançado	de	uma	plataforma	e	que,	nos	primeiros	100	segundos,	sua	distância	
da	plataforma,	em	metros,	é	dada	por	 2)( ttd = , onde t é o tempo, medido em segundos.
a) Com	base	nestes	dados,	calcule	abaixo	qual	é	a	velocidade	média	do	projétil	entre	os	instantes	
t = 10 s e t = 20 s.
b) Calcule agora a velocidade média entre os instantes t = 10 s e t = 11 s.
c) Agora calcule mais algumas velocidades médias: 
i) entre os instantes t = 10 s e t = 10,5 s; 
ii) entre os instantes t = 10 s e t = 10,1 s; 
iii) entre os instantes t = 10 s e t = 10,01 s; 
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Você	 deve	 ter	 percebido	 que	 estamos	 fazendo	 um	 processo	 de	 aproximação,	 calculando	 velocidades	
médias	com	intervalos	de	tempo	cada	vez	menores.	Vamos	conferir	os	resultados:
ssim,  percebemos  que,  à  medida  que  o  intervalo  de  tempo  tende  a  zero,  as  velocidades  médias  se  
aproximam de 20 m/s, que vai corresponder então à velocidade instantânea	do	projétil	no	instante	t = 10 
s. Ou seja, a velocidade instantânea num dado instante é o limite das velocidades médias calculadas com 
início	naquele	instante,	quando	o	intervalo	de	tempo	tende	a	zero.









1)( ,	 cujo	 gráfico	 está	
representado abaixo.
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Pela	observação	do	gráfico,	podemos	dizer	que,	à	medida	que	x vai assumindo valores cada vez maiores, 
o	gráfico	se	aproxima	do	eixo	x, ou seja, f(x) tende a zero. Também podemos dizer que, à medida que x se 
aproxima de 0, f(x) tende a 1.
Em	todos	estes	exemplos,	aparece	a	ideia	de	aproximação	do	valor	de	uma	função.	Podemos	então	falar	
da	definição	informal	de	limite:
Definição 1:  Seja ⊂D  o	domínio	de	uma	função	 →Df :  .Dizemos que o limite da função f  , 
quando x  tende para ∈a , é o valor real L  se	podemos	fazer	 )(xf  ficar	arbitrariamente	próximo	
de L  para todos os valores de x 	suficientemente	próximos	de	a . Quer dizer que )(xf  se aproxima 














xxf  se comporta próximo de x = 2?










Passemos então a analisar seu comportamento próximo a x = 2,	algébrica	e	graficamente.
Algebricamente:	 construímos	 uma	 tabela,	 atribuindo	 valores	 para	 x cada  vez  mais  próximos  de  2  e  
calculando suas correspondentes imagens f(x).








Assim, quanto mais próximo x estiver	de	2,	mais	próximo	f(x) estará de 4.
Graficamente: traçamos	o	gráfico	da	função	f,	que	é	idêntico	ao	gráfico	de	g(x) = x + 2, exceto em x = 2, 
onde f não	está	definida.	Esse	ponto	á	apresentado	como	um	“buraco”	no	gráfico	da	função	f. 
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Embora f(2) não	esteja	definida,	está	claro	que	podemos	tomar	o	valor	de	f(x) tão próximo de 4 quanto 
quisermos, escolhendo x	suficientemente	próximo	de	2.
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Agora	 que	 já	 entendemos	 a	 idéia	 informal	 do	 limite	 de	 uma	 função	 em	 um	 ponto	 ∈a ,  podemos  
considerar	os	limites	laterais,	que	são	os	limites	de	uma	função	quando	a	variável	x se aproxima de a pela 
direita (ou seja, x > a) ou pela esquerda (ou seja, x < a). Assim, o limite )(lim xf
ax→
, estudado no tópico 1.1, é 
também chamado de limite bilateral, pois a variável x neste caso se aproxima de a pelos dois lados. Vamos 
ver	então	as	definições	para	os	limites	laterais.
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Definição 2:  Se )(xf  é	definida	em	um	intervalo	 ),( bc , onde bc < , então dizemos que o limite à 
direita de c  da função f  (ou o limite de f , quando x  tende a c pela direita) é o valor real L  se 
podemos	fazer	 )(xf  ficar	arbitrariamente	próximo	de	L  para todos os valores de x 	suficientemente	





Definição 3: Se )(xf  é	definida	 em	um	 intervalo	 ),( ca ,  onde  ca < , então  dizemos  que  o  limite 
à esquerda de c  da função f  (ou o limite de f , quando x  tende a c  pela esquerda) é o valor 
real L  se	 podemos	 fazer	 )(xf  ficar	 arbitrariamente	 próximo	 de	 L  para  todos  os  valores  de  x  













0 e s ,1


















. No entanto, se 





















seny 1  não possui limite quando x se aproxima de zero de ambos os lados.







seny 1  se 
repetem ciclicamente de -1 a 1. Observe	o	comportamento	desta	função	perto	de	x = 0 através	do	gráfico.	
Não há nenhum número L do	qual	os	valores	da	função	ficam	cada	vez	mais	próximos	quando	x se aproxima 
de zero, mesmo se nos aproximarmos por apenas um dos lados do zero (à direita ou à esquerda).
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Teorema 1: Sejam Ia∈ , onde I é um intervalo de  , f uma	função	cujo	domínio	contém	 }{aI −
e ∈L . Então o limite )(lim xf
ax→





 existem e são iguais a L .















1.3 Operações com limites
Depois	das	definições	 de	 limites,	 podemos	 começar	 a	pensar	 em	operações	 com	 limites,	 ou	 seja,	 nas	
propriedades	para	 somar,	 subtrair,	multiplicar,	 dividir,	 fazer	potências,	 etc.	 com	 limites	de	 funções.	As	
propriedades	listadas	a	seguir	podem	ser	demonstradas	a	partir	da	definição	formal	de	limite,	mas,	por	
fugir	dos	nossos	objetivos,	serão	omitidas	aqui.	Elas	serão	utilizadas	para	calcular	limites	sem	a	definição,	
o que torna este trabalho viável e mais rápido em muitos casos.
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Teorema 2 (Propriedades dos limites): Sejam f e g funções,	a um número real e suponha que existem 









i) )(lim)(lim)]()([lim xgxfxgxf axaxax →→→ +=+











































, para todo número natural n, se L > 0;	ou	para	todo	número	ímpar	
















Exemplo 7: Calcule os seguintes limites, usando as propriedades.
Observe que no caso desta letra b, pudemos aplicar a propriedade v, pois o limite do denominador 
não	é	zero.	Caso	o	limite	do	denominador	seja	zero,	devemos	tentar	transformar	a	função	em	outra	




lim  por 
+→ax







1.4 Teoremas do confronto e da conservação do sinal
O	próximo	teorema	diz	respeito	a	três	funções	f, h e g tais que h(x) esteja entre f(x) e g(x). Se f e g	têm	um	
limite comum L quando x tende para a,	então,	conforme	afirma	o	teorema,	h deve ter o mesmo limite.
Teorema do Confronto (ou do sanduíche): 
Suponhamos que )()()( xgxhxf ≤≤ , para todo x  num 
intervalo  aberto  contendo  a, exceto  possivelmente  
no  próprio  a. Se )(lim)(lim xgLxf
axax →→





























 não existe (ver exemplo 6).
Como 11 ≤≤− sent , para todo número real t , então






sen , para todo 0≠x .	Multiplicando	estas	















































Outra propriedade importante dos limites é dada pelo teorema a seguir.
Teorema 3: Se )()( xgxf ≤ , para todo x em um intervalo aberto contendo a, exceto possivelmente 




Dois	 limites	 envolvendo	 as	 funções	 seno	 e	 cosseno	 serão	 chamados	 de	 fundamentais.	 Eles	 envolvem	


















, onde θ  é medido em radianos.
Quando o ângulo θ  é medido em radianos, sua medida é o comprimento do arco determinado no 
ciclo	trigonométrico.	Veja	na	figura	abaixo.	Além	disso,	 θsen  é a medida da ordenada do ponto P. 
Assim, à medida que θ  se aproxima de zero, ou seja, à medida que θ 	fica	muito	pequeno,	podemos	
ver	na	figura	que	estas	duas	medidas	( θsen  e θ )	se	aproximam,	ou	seja,	tendem	a	ficar	iguais.	Por	
isso,  
θ
θsen  tende a 1.
II – ATIVIDADES DO TEXTO BÁSICO
III – LEITURA COMPLEMENTAR 
28 Cálculo I
Exemplo 9: Calcule	os	seguintes	limites,	usando	as	propriedades	e	os	limites	fundamentais:






















































1      11                                 =⋅=
c) ( )
( ) ( ) ( ) 52      152        2
2lim5




















Para	exercitar	um	pouco	os	 teoremas	 vistos	 aqui	 e	utilizar	 os	 limites	 fundamentais	no	 cálculo	de	
outros	limites,	vá	ao	ambiente	virtual	de	aprendizagem.	Acesse	a	lista	de	exercícios	disponível	para	a	
Atividade	4	e	continue	nos	exercícios	sobre	limites.





É sempre bom conhecer um pouco das origens do que estamos estudando e das pessoas importantes que 
contribuíram	para	o	desenvolvimento	das	ciências,	você	não	acha?	Sugiro	a	leitura	do	texto	“Alguns	fatos	
históricos sobre os Limites” (ao clicar no link o aluno deverá ser direcionado para o seguinte endereço 
http://ecalculo.if.usp.br/historia/historia_limites.htm ). Esta	é	uma	atividade	optativa	do	AVA.
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2.5 Teorema do valor intermediário









que acontece com )(xf , quando x 	cresce	indefinidamente	(ou	seja,	quando	x tende	a	infinito)	e	quando	
x  decresce	indefinidamente	(ou	seja,	quando	 x 	tende	a	menos	infinito).	Também	veremos	como	avaliar	
o	limite	de	funções	em	pontos	 x , quando )(xf  cresce	ou	decresce	indefinidamente.	
Este	estudo	nos	ajudará	muito	a	entender	como	construir	o	gráfico	de	uma	função.	Você	aprenderá	a	fazer	










variam	continuamente,	 ou	seja,	pequenas	mudanças	em	 x  produzem apenas pequenas mudanças em 
)(xf . Outras	funções	podem	ter	valores	que	saltam	ou	variam	erraticamente.	A	noção	de	limite	fornece	
















Caro(a)	 aluno(a),	 convidamos	 você	 a	 voltar	 ao	AVA	 agora	 para	 conhecer	 um	pouco	mais	 sobre	 o	
conteúdo  a  ser  trabalhado  neste  módulo.  Assista  à  video  aula  de  apresentação  do  Módulo  2,  
correspondente	à	Atividade	6.
TEXTO BÁSICO
2.1 Limites infinitos de funções
Algumas vezes o limite de )(xf  quando x  tende para a  cresce	ou	decresce	indefinidamente.




.	Vamos	avaliar	o	valor	da	função	para	valores	de	 x  próximos 
de 0, tanto pela direita quanto pela esquerda.
x 21)( xxf = x 2
1)( xxf =
0,1 100 -0,1 100
0,01 10.000 -0,01 10.000
0,001 1.000.000 -0,001 1.000.000
0,0001 100.000.000 -0,0001 100.000.000
Pela tabela de valores acima, podemos observar que, à medida que x  se torna muito próximo de 0, )(xf  

















x , não estamos dizendo que o limite existe. Nem estamos dizendo que há 







não existe porque )(xf  cresce	e	se	torna	arbitrariamente	grande	e	positivo	quando	 x  tende a 0.
Motivados	por	este	exemplo,	podemos	entender	a	definição	(informal)	dos	chamados	limites	infinitos	de	
funções:
Definição 4: Sejam Ia∈ e →− }{: aIf , onde I é um intervalo aberto de . Dizemos que o limite 
da função f  , quando x  tende para a , é mais infinito se	podemos	fazer	 )(xf  ficar	arbitrariamente	
grande para  todos  os  valores  de  x 	 suficientemente	 próximos	de	 a .  Quer  dizer  que  )(xf  cresce 





Definição 5: Sejam Ia∈ e →− }{: aIf , onde I é um intervalo aberto de . Dizemos que o limite 
da função f  , quando x  tende para a , é menos infinito se	podemos	fazer	 )(xf  ficar	arbitrariamente	
pequeno para todos os valores de x 	suficientemente	próximos	de	a . Quer dizer que )(xf  decresce 





























.	Vamos	verificar	o	comportamento	da	função	g  para valores 





















3,1 40 2,9 -40
3,01 400 2,99 -400
3,001 4.000 2,999 -4.000
3,0001 40.000 2,9999 -40.000
Pela tabela de valores acima, podemos observar que: 
•	 à medida que x  fica	suficientemente	próximo	de	3	à	sua	direita	(ou	seja,	por	valores	maiores	que	








•	 já à medida que x  fica	muito	próximo	de	3	à	sua	esquerda	(ou	seja,	por	valores	menores	que	3),	








Também	podemos	construir	parte	do	gráfico	da	função	 g , nas proximidades do ponto 3 (completaremos 
o	gráfico	mais	adiante).
Vale	um	teorema	para	limites	infinitos	análogo	ao	teorema	1	do	Módulo	1:
Teorema 4: Sejam Ia∈ , onde I é um intervalo de  e f uma	função	cujo	domínio	contém	 }{aI −
. Então: 
•	
)(lim)(lim          )(lim xfxfxf
axaxax −+ →→→
=+∞=⇔+∞=















.	Vamos	verificar	o	comportamento	da	função	h  para valores 














1,1 55 0,9 -45
1,01 505 0,99 -495
1,001 5.005 0,999 -4.995
1,0001 50.005 0,9999 -49.995
Pela tabela de valores acima, podemos observar que:
•	 à medida que x  fica	suficientemente	próximo	de	1	à	sua	direita	(ou	seja,	por	valores	maiores	que	








•	 já à medida que x  fica	muito	próximo	de	1	à	sua	esquerda	(ou	seja,	por	valores	menores	que	1),	









da	fração	(que	é	 x5 ) tende a 5 – quando x  tende a 1 tanto pela direita quanto pela esquerda – e que o 
denominador (que é 1−x ) tende a zero:
a) por	valores	positivos,	quando	 x 	tende	a	1	pela	direita;
b) por	valores	negativos,	quando	 x  tende a 1 pela esquerda.
c) 
Assim  –  pensamos  –  um  número  cada  vez  mais  próximo  de  5  dividido  por  um  número  cada  vez  mais  
próximo	de	0	fica	cada	vez	maior	(desconsiderando	o	sinal).	Logo,	a	fração	tenderá	a:
a) ∞+ , quando x 	tende	a	1	pela	direita;
b) ∞− , quando x  tende a 1 pela esquerda.












, querendo dizer, no primeiro 
caso,	que	uma	fração	cujo	numerador	tende	a	1	e	cujo	denominador	tende	a	0	por	valores	positivos	





i) 0 se ,0
>+∞=+ a




iii)        0 se ,
0
<−∞=+ a






















Antes de passar para a próxima seção, vá ao ambiente virtual  de aprendizagem para exercitar um 
pouco	o	cálculo	de	limites	infinitos.	Acesse	a	lista	de	exercícios	disponível	para	a	Atividade	8	e	tente	
fazer	o	primeiro	exercício.	
2.2 Limites no infinito
Vamos considerar agora limites em que a variável x cresce	ou	decresce	indefinidamente.















10 0,01 -10 0,01
100 0,0001 -100 0,0001
1.000 0,000001 -1.000 0,000001
10.000 0,00000001 -10.000 0,00000001
Pela tabela de valores acima, podemos observar que, à medida que x  cresce	indefinidamente,	 )(xf  vai 





.	Da	mesma	forma,	à	medida	que	 x  decresce	indefinidamente,	







Observe que nas extremidades do eixo x , tanto	à	direita	como	à	esquerda,	o	gráfico	se	aproxima	do	eixo,	
o	que	significa	que	 )(xf  está	se	aproximando	de	0	(por	valores	positivos).
Definição 6: Sejam ∈a , →+∞ ),(: af  uma	função	e	 ∈L . Dizemos que o limite da função f  
, quando x  tende para infinito, é igual a L  se	podemos	fazer	 )(xf  ficar	arbitrariamente	próximo	
de L  para todos os valores de x 	suficientemente	grandes.	Quer	dizer	que	 )(xf  se aproxima de L , 





Definição 7:  Sejam ∈a , →−∞ ),(: af  uma	função	e	 ∈L . Dizemos que o limite da função 
f  , quando x  tende para menos infinito, é igual a L  se	podemos	fazer	 )(xf  ficar	arbitrariamente	
próximo  de  L  para  todos  os  valores  de  x 	 suficientemente	 pequenos.	 Quer	 dizer	 que	 )(xf  se 











 do  exemplo  11,  podemos  pensar  no  comportamento  da  
função	 g  nas extremidades do eixo x . 
Para valores de x  muito	grandes	(ou	seja,	tendendo	a	infinito),	 3−x  continua	sendo	um	número	muito	
grande (imagine, por exemplo, 1.000.000 – 3). Neste caso, 4 dividido por este número tão grande tenderá 





Já  para  valores  de  x  muito	pequenos	 (ou	 seja,	 tendendo	a	menos	 infinito),	 3−x  continua	 sendo	um	
número muito pequeno (imagine, por exemplo, – 1.000.000 –  3). Neste caso, 4 dividido por este número 
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Observe que, nos extremos do eixo x , o	gráfico	da	função	se	aproxima	deste	eixo.	E	mais:	
•	 quando x 	tende	a	mais	infinito,	 )(xg  tende	a	0	por	valores	positivos	(veja	que	o	gráfico	da	função	
está acima do eixo x ,	se	aproximando	dele);
•	 quando x 	 tende	a	menos	 infinito,	 )(xg  tende	a	0	por	valores	negativos	 (veja	que	o	gráfico	da	
função	está	abaixo	do	eixo	 x , se aproximando dele).
É	possível	demonstrar	que	os	 limites	no	 infinito	 têm	as	mesmas	propriedades	do	 limite	vistas	no	
teorema	2,	isto	é,	as	dez	propriedades	continuam	valendo	se	trocarmos	
ax→
lim  por 
+∞→x
lim  ou por 
−∞→x
lim .








, querendo dizer, no primeiro 
caso,	que	uma	fração	cujo	numerador	tende	para	 a  e cujo denominador tende para ∞+  tenderá a 
0	e,	no	segundo	caso,	que	uma	fração	cujo	numerador	tende	para	a  e cujo denominador tende para 
∞−  tenderá a 0. 
Seguindo	esta	 linha	de	 raciocínio,	podemos	 também	simbolizar	as	 seguintes	 ideias	dos	 limites	no	
infinito
38 Cálculo I
i)  ∈∀+∞=−+∞=+∞+ aaa ,                         ii) ∈∀−∞=−−∞=+∞− aaa ,
iii)    +∞=∞++∞=−∞−∞+ )(    iv)  −∞=∞−∞−
v)     0,)()( >∀+∞=∞+=−⋅−∞=⋅∞+ a
a
aa  vi)  0, <∀−∞=∞+=⋅∞+ a
a
a
vii)   +∞=−∞⋅−∞=+∞⋅∞+ )()(    vii)  −∞=−∞⋅∞+ )(
viii)  ∈∀+∞=∞+ nn ,     ix)  ímpar , nn ∀−∞=∞−
No  entanto,  dizemos  que  os  limites  representados  por  ∞±
∞±
 e  ∞−∞+ são	 indeterminações.	 No	
primeiro	caso	isto	significa	que	o	limite	de	uma	fração	em	que	numerador	e	denominador	crescem	
indefinidamente	será	determinado	em	cada	caso	específico,	não	sendo	sempre	o	mesmo.	No	segundo	
caso, dizer que ∞−∞+ é	uma	indeterminação	significa	que	o	limite	da	diferença	de	duas	funções	que	
tendem a crescer muito não é conhecido previamente. Veja os limites do exemplo 15.





















a) Observe que, quando x 	cresce	indefinidamente,	 2x  cresce mais ainda e 25x  também. No denominador, 


















































































c) Agora	 obtemos	 uma	 indeterminação	 do	 tipo	 ∞−∞+ .  Colocando  2x 	 em	 evidência,	 ficamos	 com	
o	produto	de	duas	 funções,	 2x  e x37 + ,  a  primeira  tendendo a  ∞+  e  a  segunda,  a  ∞− .  Logo,  o  






Vamos	exercitar?	Vá	ao	ambiente	virtual	de	aprendizagem	para	 trabalhar	 com	 limites	no	 infinito.	
Acesse	a	 lista	de	exercícios	disponível	para	a	Atividade	 8	e	 tente	 fazer	os	exercícios	 sobre	 limites	
infinitos.	Lembre-se	do	espaço	do	fórum	para	discussão.	
2.3 Assíntotas horizontais e verticais
Se	a	distância	entre	o	gráfico	de	uma	função	e	alguma	reta	fixa	se	aproxima	de	zero	quando	um	ponto	fixo	
do	gráfico	se	afasta	cada	vez	mais	da	origem,	dizemos	que	o	gráfico	se	aproxima	da	reta	assintoticamente	
e que a reta é uma assíntota do	gráfico.
Exemplo 16: Ao	olhar	para	o	gráfico	de	 xey = , vemos que o eixo x  é	uma	assíntota	horizontal.










Exemplo 17: Agora,	ao	olhar	o	gráfico	de	 )ln(xy = , vemos que o eixo y  é	uma	assíntota	vertical.
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Logo, a reta 0=y  (ou seja, o eixo x )	é	uma	assíntota	horizontal	do	gráfico	de	 f .
Calculando	os	limites	laterais	nos	pontos	onde	a	função	não	está	definida	(ou	seja,	pontos	fora	do	domínio	











































































Logo, a reta 5=y  (ou seja, uma reta paralela ao eixo x )	é	uma	assíntota	horizontal	do	gráfico	de		 h .
Para	os	limites	laterais	nos	pontos	onde	a	função	não	está	definida	(neste	caso,	no	ponto	 1=x ),	já	fizemos	













Logo, a reta 1=x  (ou seja, uma reta paralela ao eixo y )	é	uma	assíntota	vertical	do	gráfico	de		 h .
Portanto,	podemos	usar	estes	limites	para	construir	o	gráfico	da	função,	obtendo:
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2.4 Continuidade num ponto e num intervalo




Pelos	gráficos	 vemos	que,	no	ponto	 2=x , f  	é	contínua, g 	é	descontínua	 (pois	 seu	gráfico	 tem	um	
“salto” neste ponto) e h 	também	é	descontínua	(pois	seu	gráfico	tem	um	“furo”	neste	ponto). 


































Definição 10:	Uma	função	 f  é contínua num ponto  a  de	seu	domínio	se,	e	somente	se,	as	seguintes	
condições	são	satisfeitas:
i. existe )(lim xf
ax→
;
ii. )()(lim afxfax =→





















b) A	função	exponencial	 :f  → +
*, dada por xaxf =)( , onde 0>a 	é	contínua	em	 .
c) A	função	logarítmica :f +




e) A	função	 xxf =)( 	é	contínua	em	 .
f)	 A	 função	 :f +






























Assim,  se  f  e g  são	 funções	 contínuas	 em	um	ponto	 a ,  segue  que  gf + , gf − , fk ⋅  (onde k  é 
constante), gf ⋅ , 
g
f 	são	contínuas	(se	 0)( ≠ag ) e fg  	são	contínuas	em	 a .
Volte	ao	ambiente	virtual	de	aprendizagem	para	 fazer	um	exercício	 sobre	 continuidade.	 Acesse	a	
lista	de	exercícios	disponível	para	a	Atividade	8.		Você	pode	analisar	o	gráfico	ou	calcular	o	limite	da	
função.
2.5 Teorema do valor intermediário
Funções	 contínuas	 em	 intervalos	 possuem	 propriedades	 que	 as	 tornam	 particularmente	 úteis	 na	
matemática	e	suas	aplicações.	Uma	delas	é	a	propriedade	do	valor	intermediário.
Teorema do valor intermediário: Se f 	é	uma	função	contínua	em	um	intervalo	fechado	 ],[ ba  e se 
0y é qualquer valor real entre )(af  e )(bf , então )(0 cfy = , para algum c  em ],[ ba .
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Geometricamente, o teorema do valor intermediário diz que qualquer reta horizontal 0yy = que cruza o 
eixo y  entre os números )(af  e )(bf  cruzará a curva )(xfy =   pelo menos uma vez no intervalo ],[ ba . 
Como	conseqüência,	temos	que,	se	uma	função	contínua	muda	de	sinal	em	um	determinado	intervalo,	
então sabemos que ela tem uma raiz neste intervalo. 
Exemplo 21: Mostre	que	a	função	polinomial	 1)( 3 −−= xxxf  tem uma raiz entre 1 e 2.
Como 01111)1(
3 <−=−−=f  e  05122)2(
3 >=−−=f ,  vemos  que  00 =y  é  um  valor  entre  )1(f  e  
)2(f . Uma vez que f  é	contínua	em	 , o teorema do valor intermediário garante que existe pelo menos 
um ]2,1[∈c  tal que 0)( =cf .	Isto	significa	que	existe	uma	raiz	da	função	entre	1	e	2.
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3.4 Regras de derivação
3.5 Regra da cadeia




























Caro(a)	 aluno(a),	 convidamos	 você	 a	 voltar	 ao	 AVA	 agora	 para	 entender	 um	 pouco	mais	 do	 que	
será estudado neste módulo. Assista à video aula de apresentação do Módulo 3, correspondente à 
Atividade	10.
I - TEXTO BÁSICO
3.1 Sequências: definição e convergência
Definição 12:  Uma sequência	é	uma	lista	infinita	de	números	reais	  ,,,, 21 naaa em uma ordem 
determinada. Cada ia , com ∈i  N é chamado um termo da	sequência.	Logo,	 1a é o primeiro termo 
da	sequência,	 2a é o segundo termo, e assim por diante. O n-ésimo termo na é chamado de termo 
geral da	sequência.
Exemplo 22: Represente	os	primeiros	6	termos	de	cada	sequência	abaixo,	dada	por	seu	termo	geral.
a) nan 2=   b)  
n
nb






a) Para 6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1=n ,	temos	a	sequência	  12, 10, 8, 6, 4, ,2
b) Para 6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1=n ,	temos	a	sequência	











Definição 13:	Dizemos	que	uma	sequência	{ }na  converge para o limite L , e denotamos Lann =∞→lim , 
se	a	diferença	entre	 na  e L pode	ser	feita	arbitrariamente,	desde	que	n 	seja	suficientemente	grande.	







Exemplo 23: Determine se cada sequência dada converge ou diverge. Caso convirja, determine seu limite.
n — 1
a) an = 2n * b) libn = 101——n C) Cn = ~
Resolução:
a) A sequência {2n} diverge, pois lim2n = ro .
b) A sequência s a ' f converge para 0, pois Hmlv
c) A sequência ]n—1 f converge para 1, pois limn—1 = lim| 1 —1 1 = 1 — 0 = 1
n^w n nn
5a
A base dos logaritmos naturais é o número irracional representado por e, chamado número de Euler. 
Ele é o limite da sequência {an} de números reais, dada por a =( 1 +1 I e explicitada abaixo:
a={l+n.
1+ i+t K íi+jb íi+4 10
4’ V 4"










3 • • • 3 3 • “ • 3
. I 1 I
Assim, é possível mostrar que + nl = e.
Como as sequências podem ser vistas como funções reais cujo domínio é o conjunto dos números naturais, 
então as propriedades operatórias com limites de sequências são as mesmas já citadas no módulo 1 para 
limites de funções.
Teorema 5 (propriedades dos limites de sequências): Sejam {an} e {bn} duas sequências convergentes 




lim c = c
lim t = c lim ann
n n

























c , se k > 0

















































































































                                                                                        
,	logo	esta	sequência	diverge.
Antes de passar para a próxima seção, vá ao ambiente virtual  de aprendizagem para exercitar um 



















3.2 Definição e interpretação de derivadas
Usaremos	o	conceito	de	 limite	para	discutirmos	 dois	problemas:	encontrar	a	 taxa	de	variação	de	uma	
quantidade	variável	e	achar	o	coeficiente	angular	da	reta	tangente	ao	gráfico	de	uma	função	num	ponto	
dado.
Problema 1: Taxa de variação
Suponha que um automóvel é dirigido através de uma estrada da cidade A para a cidade B e seja )(tfd =  
a	função	que	determina	a	distância	percorrida	por	ele	a	partir	de	A	em	função	do	tempo	 t  gasto desde 
o	início	da	jornada.	Escolha	e	fixe	(temporariamente)	um	valor	de	 t . Depois, deixe decorrer um pequeno 
intervalo de tempo adicional h . Assim, entre os instantes t  e ht + , temos:











Quando o intervalo de tempo h  vai	diminuindo,	as	velocidades	(marcadas	no	velocímetro	do	automóvel)	








, chamada de velocidade instantânea.
Se	você	voltar	no	Exemplo	2	do	Módulo	1,	 recordará	que	calculamos	a	velocidade	 instantânea	de	um	
projétil	que	é	lançado	de	uma	plataforma	num	dado	instante	a	partir	de	um	limite	como	o	que	está	escrito	
aqui, ou seja, a velocidade é a taxa de variação instantânea da distância em relação ao tempo.
Generalizando	esta	ideia,	podemos	considerar	quaisquer	quantidades	 x  e y  tais que )(xfy = , onde f  
é	uma	função.	Fixando	(temporariamente)	 x  e chamando de h  uma pequena variação em x , teremos a 








. Quando h  tende a zero, esta taxa será chamada de taxa de variação instantânea 













Exemplo 24: Um cubo de metal com aresta x  é	expandido	uniformemente	como	conseqüência	de	ter	sido	
aquecido. Calcule:
a)  a taxa de variação média de seu volume em relação à aresta quando x  aumenta de 2cm para 2,01 
cm.
b) A taxa de variação instantânea de seu volume em relação à aresta no instante em que 2=x  cm.
Resolução: O volume de um cubo de aresta x  é dado por 3xV = . 
a) 
b) 
Obs.:  este  limite  será  a  derivada  de  V em  relação  a  x  no  ponto  2=x cm,	 que	 será	definida	mais	
adiante.
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Problema 2: Coeficiente angular da reta tangente ao gráfico
Dada	uma	função	 →If : , onde I é um intervalo aberto de  e Ix ∈0 , queremos calcular a equação da 
reta	tangente	ao	gráfico	da	função	que	passa	por	 )(,( 00 xfxP .	Para	isso,	é	preciso	calcular	o	coeficiente	
angular m  de tal reta. 
A ideia que usaremos é de aproximar a reta tangente por retas secantes. Se h  é um número real pequeno 
o	suficiente	para	que	 Ihx ∈+0 ,	então	a	reta	secante	que	corta	o	gráfico	em	 )(,( 00 xfxP  e 








Se	fizermos	 0→h ,  então o ponto Q 	se	moverá	no	gráfico	de	 f  e tenderá a P ,	de	forma	que	a	reta	















, desde que este limite exista.
Exemplo 25: Qual	o	coeficiente	angular	da	reta	tangente	ao	gráfico	de	 2)( xxf =  no ponto )1,1( ?	E	no	
ponto )0,0( ?
Resolução: 














































reta tangente no ponto )0,0( é	horizontal	(o	que	confere	com	o	coeficiente	angular	0	calculado)	e	que	a	










 terminologia especial para eles.
Definição 13:	Dada	uma	função	 →If : , onde I é um intervalo aberto de  e Ia∈ , chamamos








, desde que tal limite 
exista. Neste caso, também dizemos que f  é derivável em a . 




































Como	os	limites	laterais	são	diferentes,	então	o	limite	não	existe.	Isto	significa	que	não	existe	 )0('f , ou 
seja,	a	função	não	é	derivável	em	 0=x . 
Obs.:	Quando	o	gráfico	de	uma	função	apresenta	um	“bico”	–	como	no	caso	da	função	modular	–	podemos	
concluir	que	a	função	não	é	derivável	neste	ponto.
Outra	notação	para	a	derivada	de	uma	função	 )(xfy =  num ponto ax =  é .
3.3 Derivabilidade x Continuidade
Definição 14: Dizemos que f  é uma função diferenciável se f é derivável em todo ponto de seu 










Exemplo 27: Calcule	a	função	derivada	 'f , se 2)( xxf = .
 
Assim, se
 quiséssemos calcular )1('f ,	poderíamos	substituir	 1=x 	na	função	derivada:	 212)1(' =⋅=f .
Como a derivada existe para todo x real,	esta	função	é	diferenciável.
Da	 forma	 semelhante	 ao	 que	 foi	 feito	 no	 exemplo	 27,	 poderíamos	 calcular	 pela	 definição	 a	 derivada	




Função constante: ∈= ccxf  com ,)(  ⇒   0)(' =xf
Função identidade: xxf =)(  ⇒   1)(' =xf
Função de 1º grau: baxxf +=)(  x b ⇒   axf =)('
Função potência: ∈= nxxf n  com ,)(  ⇒   1' )( −= nnxxf
Funções trigonométricas:  
•	 )()( xsenxf =  ⇒   )cos()(
' xxf =
•	 )cos()( xxf =  ⇒   )()(
' xsenxf −=
Função exponencial: xexf =)(  ⇒   xexf =)('






















Logo, f  não é derivável em 3.
Definição 15: Seja ],[ ba um	intervalo	contido	no	domínio	de	uma	função	 f .


















Observe que, como toda derivada é um limite, pelo Teorema 1, a derivada de f  num ponto a  existe e é 
igual a L  se, e somente se, existem as derivadas laterais de f  em a  e elas são iguais a L . No exemplo 28,
 4)3(' =+f  e 2)3(
' −=−f . Mas, para pontos 3≠x , temos que , isto 
é, f é derivável nestes pontos.
Teorema 6: Seja f  uma	função	derivável	em	a . Então f 	é	contínua	em	 a .
A	recíproca	deste	teorema	não	é	verdadeira:	o	exemplo	28	mostra	uma	função	que	é	contínua	em	3,	mas	
não é derivável em 3.
3.4 Regras de derivação
Partindo	das	propriedades	operatórias	dos	limites	de	funções	(Teorema	2)	e	da	definição	de	derivada,	é	
possível	mostrar	como	ficam	as	propriedades	operatórias	para	as	derivadas	de	funções	reais.
Teorema 7: Sejam f  e g  duas	funções	deriváveis	em	a  e seja ∈c  . Então:
a) gf + é derivável em a  e ( ) )()()(
''' agafagf +=+
b) fc ⋅ é derivável em a  e ( ) )()(
'' afcafc ⋅=⋅
c) gf ⋅ é derivável em a  e ( ) )()()()()(
''' agafagafagf ⋅+⋅=⋅
d) 
      g















Toda	função	polinomial	do	tipo	 nn xaxaxaaxp ++++= 
2
210)(  é derivável.
Exemplo 29: Calcule )(' xf  em cada caso:
a) 1243)(
35 −+−= xxxxf   b)  )cos(2
3
)ln()( xxxf +=
c)      d)  
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Resolução:




( ) ( ) )1(1)( ''' xeexeexexxf xxxxx +=⋅+⋅=⋅+⋅=
d) Como , usaremos a regra do quociente (letra d do Teorema 7):
























)(seccos)()(cotg)( 2' xxfxxf −=⇒=  




3.5 Regra da cadeia
Varemos	agora	como	calcular	derivadas	de	funções	que	são	compostas	de	outras	funções.
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Teorema 8: Seja g  uma função	diferenciável	no	ponto	 Ia∈ , onde I é	um	intervalo	aberto	contido	
no	domínio	de	 g  tal que JIg ⊂)(  e J é	um	intervalo	no	domínio	de	uma	função	 f . Se f  é uma 
função	diferenciável	em	 )(ag ,	então	a	função	composta	 gf  é	uma	função	diferenciável	em	a  e 
( ) )()(()( ''' agagfagf ⋅=  ou 
Exemplo 30: Calcule a derivada de xsenxh 3)( =  em 4
π=x rad.
Podemos escrever que ))(()( xgfxh = , onde senxxg =)(  e 3)( yyf = .	Daí,	 2' 3)( yyf =  e xxg cos)(' =
.	Substituindo	no	Teorema	8,	segue	que:
















=⋅=⋅= πππππ senggfgf 
Exemplo 31: Calcule a derivada de ( )3)( xsenxh =  em 4π=x rad.
Agora	a	composição	fica	diferente	do	Exemplo	30:	 ))(()( xfgxh = , onde senyyg =)(  e 3)( xxf = .	Daí,	
yyg cos)(' =  e 2' 3)( xxf = 	.	Substituindo	no	Teorema	8,	segue	que:
Exemplo 32: Calcule a derivada de )5ln()( 4 += xxh .
Temos que ))(()( xgfxh = ,  onde 5)( 4 += xxg  e .  Como 3' 4)( xxg =  e 
y
yf 1)(' = ,  então 

















Obs.: É	fácil	ver	que	 )()(()))((()()( '''' ahahgahgfahgf ⋅⋅= 	e	da	mesma	forma	para	a	composta	de	
n  funções.
Exemplo 33: Calcule a derivada de 
4
)( xexh = .
Podemos escrever ))(()( 123 xfffxh = , onde 
4
1 )( xxf = , yyf =)(2  e 
tetf =)(3 . Como 
3'
































No	caso	da	função	 f  ser bijetora e derivável em um ponto a ,	é	possível	usar	o	Teorema	8	para	calcular	a	
derivada	da	função	inversa	–	 ( )'1−f  – no ponto )(1 af − ,	a	partir	da	derivada	de	 f no ponto a .
Teorema 9: Sejam f 	uma	função	bijetora,	 g  sua função	inversa	e	a 	um	ponto	no	domínio	de	 g . Se 






Exemplo 34: Seja :f   →  dada por 
3)( xxf = .	Esta	função	é	bijetora	(você	pode	verificar	isto!),	logo	ela	
possui	inversa,	que	é	a	função	 :g   →  dada por 3)( xxg = . Temos que 2' 3)( xxf = , logo
 ( ) 03)(( 23' ≠= xxgf , para 0≠x . Como f é	diferenciável,	podemos	aplicar	o	Teorema	8	para	calcular	a	
derivada de g .  Temos:


















Observe	 que,	 se	 tivéssemos	 calculado	 diretamente	 a	 derivada	 de	 3)( xxg = 	 pela	 regra	 da	 potência,	
encontraríamos	este	mesmo	resultado.
Usando	 este	 teorema	 da	 derivada	 da	 função	 inversa,	 podemos	 calcular	 agora	 a	 derivada	 de	 funções	
exponenciais	de	outras	bases	diferentes	de	 e ,	do	tipo	 xaxg =)( . Para isso, primeiro vamos encontrar a 
derivada	da	função	 xxf alog)( = , cuja inversa é g .
Exemplo 35: Determine	a	derivada	da	função	 xxf alog)( = , onde 1 e 0 ≠> aa .
Pela propriedade de mudança de base do logaritmo e lembrando que , temos
 . Logo, aplicando a letra b do teorema 7, podemos calcular sua 
derivada:
Exemplo 36: Determine	a	derivada	da	função	 xaxg =)( , 1 e 0 ≠> aa . 
Como yxay a




II – ATIVIDADES DO TEXTO BÁSICO
Mais	exercícios!	É	a	única	forma	de	se	aprender	bem	o	Cálculo.		Acesse	a	página	do	nosso	curso	e	faça	
a	Atividade	12.
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Conteúdos básicos do módulo 4
4.1 Teorema de Rolle e teorema do valor médio












sabemos	 que	 funções	 constantes	 têm	 derivadas	 iguais	 a	 zero,	 mas	 poderia	 existir	 uma	 função	 mais	
complicada	cujas	derivadas	fossem	sempre	zero?	Responderemos	a	essa	e	outras	perguntas	neste	módulo	
por meio da aplicação do teorema do valor médio. Primeiro, veremos um caso especial, conhecido como 



















Caro(a)	 aluno(a),	 convidamos	 você	 a	 voltar	 ao	 AVA	 agora	 para	 entender	 um	 pouco	mais	 do	 que	
será estudado neste módulo. Assista à video aula de apresentação do Módulo 4, correspondente à 
Atividade	14.
I - TEXTO BÁSICO
4.1 Teorema de Rolle e Teorema do valor médio
Observando	o	gráfico	representado	abaixo,	se	uma	função	derivável	cruza	uma	reta	horizontal	em	dois	
pontos	diferentes,	existe	pelo	menos	um	ponto	entre	eles	em	que	a	tangente	é	horizontal	ao	gráfico	e	a	
derivada é zero. Ela pode ter apenas uma tangente horizontal (letra a) ou mais de uma (letra b).
Teorema de Rolle:  Suponha que )(xfy = 	seja	contínua	em	todos	os	pontos	do	intervalo	fechado	
],[ ba  e derivável em todos os pontos de seu interior ),( ba . Se )()( bfaf = , então há pelo menos 




O	principal	 uso	 do	 teorema	 de	 Rolle	 é	 na	 demonstração	 do	 teorema	 do	 valor	médio.	 Este	 último	 foi	
estabelecido por Joseph-Louis Lagrange e corresponde a uma versão inclinada do teorema de Rolle. Ele 
garante	a	existência	de	um	ponto	onde	a	reta	tangente	é	paralela	à	corda	AB.
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Teorema do valor médio:  Suponha  que  )(xfy = 	 seja	 contínua	 em	todos	os	pontos	do	 intervalo	
fechado	 ],[ ba  e derivável em todos os pontos de seu interior ),( ba . Então, há pelo menos um 







Exemplo 37: Seja	a	função	 f 	definida	por	 58)(
3 −−= xxxf . Calcule diretamente um número )4,1(∈c  
tal	que	a	tangente	ao	gráfico	de	 f  no ponto )(,( cfc  seja paralela à secante entre os dois pontos )1(,1( f
e )4(,4( f .
Sendo f 	um	polinômio,	já	sabemos	que	esta	função	é	contínua	em	 ]4,1[  e	diferenciável	em	 )4,1( . O







 1=a  e 4=b . Pelas regras de derivação, temos que 83)( 2' −= xxf , logo 83)( 2' −= ccf . Além disso,
 Assim,
. Considerando que )4,1(∈c , 
concluímos	que	 7=c .
Exemplo 38: A	função	 f 	definida	por	 2)( xxf = 	é	contínua	 para	 20 ≤≤ x  e  derivável  para  20 << x . 
Como 0)0( =f  e 4)2( =f , o teorema do valor médio diz que, em algum ponto )2,0(∈c , a derivada 










.	Nesse	caso,	podemos	identificar	 c  resolvendo a
 equação 22 =c  para obter 1=c .	Veja	o	gráfico.
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Nem	sempre	é	fácil	calcular	algebricamente,	apesar	de	sabermos	que	ele	sempre	existe.




− )()(  como a
 variação média de f  em ],[ ba  e em )(' cf  como uma variação instantânea. O teorema do valor 
médio diz que, em algum ponto interior, a variação instantânea deve ser igual à variação média ao 
longo de todo o intervalo.
Você	pode	tentar	demonstrar	este	corolário	1:	tomando	dois	pontos	 1x  e 2x do intervalo ),( ba , com








constantes possuem derivadas zero.
Corolário 1: Se 0)(
' =xf  em todos os pontos de um intervalo aberto ),( ba , então cxf =)( , para 
qualquer ),( bax∈ , onde c  é uma constante.
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4.2  Derivadas de ordem superior a um
Já vimos que se )(tr 	é	a	posição	de	um	projétil	em	movimento,	então	sua	velocidade	é	definida	como	
a taxa de variação instantânea de r  em relação ao tempo, ou seja, . Além disso, a 
aceleração	do	projétil	é	a	taxa	de	variação	instantânea	da	velocidade	em	relação	ao	tempo.	Logo,
  ou , isto é, para encontrar a aceleração, devemos derivar a
 posição duas vezes em relação ao tempo.
Em geral, se f 	é	uma	função	diferenciável	em	todo	o	seu	domínio,	escrevemos	 'f   para sua
	função	derivada.	Se	 'f 	também	é	diferenciável,	podemos	calcular	sua	derivada,	que	será	chamada	de	
segunda derivada de f  e simbolizada por ''f  .	Continuando,	se	for	possível,	obtemos	 '''f
 e assim por diante.
Exemplo 40: Encontre	as	três	primeiras	derivadas	de	cada	função.







b) Considerando  que  0≠x 	 para	 que	 esta	 função	 seja	 definida,	 podemos	 derivá-la	 escrevendo	
primeiramente 222)( −+= xxxg 	e	depois	usando	as	regras	da	soma	e	da	potência.
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Em	outras	disciplinas	serão	utilizadas	as	derivadas	de	ordem	n , para n  qualquer. Por enquanto, nesta 
disciplina de Cálculo 1, trabalharemos apenas com as derivadas de primeira e segunda ordem.
Volte	ao	AVA	para	se	divertir	com	exercícios	desta	seção,	continuando	na	lista	da	Atividade	16.	
4.3 Construção de gráficos de funções
Depois	de	 tantos	conceitos	aprendidos	até	aqui,	vamos	usá-los	como	 ferramentas	que	 refinam	mais	a	
construção	do	gráfico	de	uma	função.	Antes	de	estudar	Cálculo,	você	provavelmente	construía	gráficos	
usando  aquele  procedimento  aprendido  no  ensino  Médio:  atribuir  alguns  valores  para  a  variável  x , 




4.3.1 Funções crescentes e decrescentes
Ao	esboçar	o	gráfico	de	uma	função	derivável,	convém	saber	onde	ela	cresce	(sobe	da	esquerda	para	a	
direita) ou decresce (cai da esquerda para a direita) ao longo de um intervalo.
Exemplo 41: Observe	 as	 duas	 funções	 representadas	 pelos	 seus	 gráficos.	 A	 primeira	 é	 crescente	 e	 a	
segunda é decrescente em .
71Cálculo I
Teorema 10: Seja f 	uma	função	contínua	em	 ],[ ba  e derivável em ),( ba .
i) Se 0)(' >xf  para todo ),( bax∈ , então f  é crescente em ],[ ba .
ii) Se 0)(' <xf  para todo ),( bax∈ , então f  é decrescente em ],[ ba .
Já	sabíamos	determinar	quando	uma	função	de	1º	grau	–	cujo	gráfico	é	uma	reta	–	é	crescente	ou	
decrescente,	por	meio	do	sinal	do	coeficiente	angular.	Agora	também	podemos	ver	isto	através	de	
sua derivada. Compare os dois métodos.
Exemplo 42: Determine	 os	 intervalos	 onde	 a	 função	 13)( 3 +−= xxxf  é  crescente  ou  decrescente  e  
esboce	seu	gráfico.
Resolução: O primeiro passo é calcular a primeira derivada de f 	e	estudar	o	sinal	desta	função.
Temos que )1)(1(3)1(333)( 22' +−=−=−= xxxxxf ,	que	é	uma	função	de	2º	grau	cujas	raízes	são	1	e
	-1.	Como	o	coeficiente	de	 2x 	é	igual	a	3	(positivo),	sabemos	que	o	gráfico	desta	função	é	uma	parábola	
voltada	para	cima.	Dessa	forma,	podemos	descobrir	o	sinal	de	 'f  em cada intervalo:
Intervalo 1−<x 11 <<− x 1>x
Sinal da função 'f + - +
Crescimento de f crescente decrescente crescente
Assim, )(xf  é crescente para 1−<x  ou para 1>x  e )(xf é decrescente para 11 <<− x .
O segundo passo é calcular a imagem dos pontos nos quais 'f  troca de sinal, ou seja, nos pontos -1 e 1.
Temos que 31)1(3)1()1( 3 =+−−−=−f  e 11)1(31)1( 3 −=+−=f .
O	terceiro	passo	para	completar	o	gráfico	da	função	é	calcular	os	limites	no	infinito.	Temos:
•	       







•	       
















diversas áreas do conhecimento.
Definição 16: Seja I um	intervalo	aberto	contido	no	domínio	de	uma	função	 f .
i)				Dizemos	que	o	gráfico	de	 f  tem a concavidade voltada para cima em I  se 'f é crescente em I .




desta	 função	 é	 sempre	 crescente,	 já	 que	 os	 coeficientes	 angulares	 das	 retas	 tangentes	 ao	 gráfico	 da	
função	aumentam	à	medida	que	 x 	aumenta.	No	segundo	gráfico,	vemos	que	sua	concavidade	é	sempre	
voltada	para	baixo,	o	que	corresponde	à	definição	16	também,	visto	que	a	derivada	neste	caso	é	sempre	
decrescente	(o	coeficiente	angular	da	reta	tangente	ao	gráfico	diminui	à	medida	que	 x  aumenta). E no 




Definição 17: Um ponto )(,( cfc 	do	gráfico	de	uma	função	 f  é chamado ponto de inflexão se f  é 
contínua	em	c e existe um intervalo aberto contendo c 	no	qual	o	gráfico	de	 f  muda de concavidade.
Assim, o ponto 0=x 	é	um	ponto	de	inflexão	do	terceiro	gráfico	acima.
Teorema 11: Seja f 	uma	função	duas	vezes	diferenciável	em	um	intervalo	aberto	 I .
i) Se 0)('' >xf , para todo Ix∈ ,	então	o	gráfico	de	 f  tem a concavidade voltada para cima em I .
ii) Se 0)('' <xf , para todo Ix∈ ,	então	o	gráfico	de	 f  tem a concavidade voltada para baixo em I .
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Exemplo 44: Estude	a	concavidade	no	gráfico	de	 	e	esboce	seu	gráfico.
Temos que 3' 44)( xxxf −=  e .

















Sinal da função ''f - + -
Concavidade do 
gráfico de f
Côncavo para baixo Côncavo para cima Côncavo para baixo











>−< xx . 
Como f  é	uma	função	contínua	em	todos	os	reais,	segue	pela	definição	17	que	
3
3
±  são as abscissas 
dos	pontos	de	inflexão.
Para	esboçar	o	gráfico	de	 f com mais precisão, ainda podemos estudar o sinal  da primeira derivada e 
calcular	os	limites	no	infinito.	Vamos	lá?
Como )1)(1(4)1(4)( 2' xxxxxxf +−=−= ,	podemos	estudar	o	sinal	de	cada	parcela	deste	último	produto	
de	funções	e	depois	multiplicar	os	sinais	em	cada	intervalo	obtido:
Intervalo 1−<x 01 <<− x 10 << x 1>x
Sinal da função x4 - - + +
Sinal da função x−1 + + + -
Sinal da função x+1 - + + +
Sinal da função 'f + - + -
Crescimento de f crescente decrescente crescente decrescente
Assim,	concluímos	pelo	teorema	10	que	 f  é crescente para 10ou   1 <<−< xx  e que f  é decrescente 
para 1ou   01 ><<− xx .
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 Quanto aos limites no infinito, temos:
lim(12 + 2x2 -x4 S *) lim -00 , pois i ’ !•• e lim í^ + 4--l) = 0 + 0-1=-1 
x2 * )
lim (12 + 2x2 -x4) = lim — —GO , pois lim r12 2lim .< = -z e lim ' —------ - -
“ x2
0-0-l = -l.
Além disso, é bom calcular as imagens destes pontos onde f e f mudam de sinal para plotar no gráfico:
Á vh v ■ zí“ vl=v'=13 -/(0)=12 ■/(1)=13
Por fim, podemos agrupar todas as informações obtidas e montar o gráfico da função:
Diretrizes para a construção do gráfico de uma função
Para esboçar à mão o gráfico de uma função f , devemos tentar responder às seguintes perguntas:
S Qual o domínio de f ? Determinar os valores de x para os quais f existe. Nestes pontos, 
calcular os limites laterais, que poderão ser assíntotas verticais.
S Em que pontos (se existirem) f é descontínua? Nestes pontos, calcular os limites laterais,
que poderão ser assíntotas verticais.
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	Onde	o	gráfico	de	 f intercepta	os	eixos	coordenados?	Basta	fazer	 0=x  e depois 0=y , se 
possível.
	O	gráfico	de	 f 	possui	alguma	assíntota	horizontal?	Basta	calcular	os	limites	no	infinito.
	Em que intervalos f 	é	crescente?	E	decrescente?	Basta	estudar	o	sinal	de	 'f .
	Em que intervalos f 	é	côncava	para	cima?	E	para	baixo?	Basta	estudar	o	sinal	de	 ''f .









deslocamento ocorra no menor tempo.
Definição 18:  Seja →Df :  uma	função	e	 Dc∈ .
i) Dizemos que f tem um valor máximo absoluto em c se )()( cfxf ≤ , para todo Dx∈ . Neste caso, 
c é chamado de ponto de máximo absoluto de f .
ii)  Dizemos  que  f tem um valor mínimo absoluto  em c se )()( cfxf ≥ ,  para  todo  Dx∈ .  Neste  
caso, c é chamado de ponto de mínimo absoluto de f .
Exemplo 45: Nos	gráficos	abaixo,	podemos	observar	se	as	funções	 f  e g 	têm	valores	máximos	e	mínimos	
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O	domínio	da	função	 f  é o conjunto dos números reais. Neste caso f  tem	o	valor	mínimo	absoluto	igual	
a 3−  e não tem máximo absoluto.  O ponto 0=x 	é	o	ponto	de	mínimo	absoluto.
Já	a	função	 g 	tem	como	domínio	o	intervalo	 ]2,2[−  e neste intervalo g 	tem	o	valor	mínimo	absoluto	
igual a 3−  e o valor máximo absoluto igual a 1 . O ponto 0=x 	é	o	ponto	de	mínimo	absoluto	e	os	pontos	
2−=x  e 2=x  são os pontos de máximo absolutos.
Definição 19:  Seja →Df :   uma	função	e	 Dc∈ .
i) Dizemos que f tem um valor máximo local (ou relativo) em c  se )()( cfxf ≤ , para todo x em um 
intervalo aberto contendo c .
ii) Dizemos que f tem um valor mínimo local (ou relativo) em c  se )()( cfxf ≥ , para todo x em um 
intervalo aberto contendo c .
Exemplo 46: No	gráfico	abaixo,	podemos	ver	que	esta	função	 f  tem valores extremos locais. O ponto 
ax = 	é	um	ponto	de	máximo	local	da	função,	já	que	perto	dele	não	há	valor	de	 f  maior que )(af . Da 
mesma	forma,	o	ponto	 cx =  também é ponto de máximo local de f .  Já os pontos bx =  e dx = são 
pontos	de	mínimo	locais	de	 f . Perto de bx =  não há valor de f  menor que )(bf . 
No	entanto,	considerando	todo	o	domínio	de	 f  - que neste caso é 		-	a	função	não	possui	nem	valor	
mínimo	nem	valor	máximo	absolutos.
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Definição 20: Dizemos que um ponto c 	no	interior	do	domínio	de	uma	função	 f  é ponto crítico de 
f  se 0)(' =cf  ou se )(' cf  não existe.
Teorema 12: Seja f 	uma	função	diferenciável	em	 c , onde c é	um	ponto	no	interior	do	domínio	de	
f . Se c 	é	um	mínimo	ou	máximo	local	de	 f , então 0)(' =cf .





002)0(  2)( '' =⋅=⇒= fxxf
Assim,	0	é	ponto	crítico	da	função.
Cuidado!	O	teorema	12	não	diz	que	os	pontos	críticos	sempre	serão	pontos	de	máximo	ou	mínimo	da	
função.	Se	pensarmos	no	gráfico	da	função	 3)( xxf = ,	você	verá	que	 0=x 	é	ponto	crítico,	mas	não	
é	máximo	nem	mínimo	local	dela.	Ele	será	na	verdade	um	ponto	de	inflexão.
Vamos	ver	nas	 seções	a	 seguir	 critérios	que	utilizam	 as	derivadas	da	 função	para	 identificar	 extremos	
locais e absolutos dela.
4.4.1 Extremos absolutos
Algumas	 funções	 podem	 não	 ter	 máximos	 ou	 mínimos	 absolutos.	 Mas,	 se	 estiverem	 definidas	 num	
intervalo	fechado	de	 	,	o	teorema	abaixo	garante	a	existência	destes	extremos	absolutos.
Teorema 13: Se f 	é	contínua	em	um	intervalo	fechado	 ],[ ba , então f 	atinge	um	valor	máximo	e	
um	valor	mínimo	em	 ],[ ba . Ou seja, existem números ],[, 21 bacc ∈  tais que )()()( 21 cfxfcf ≤≤ , 
para todo ],[ bax∈ .
Assim,	pelos	 teoremas	12	e	 13,	 os	 únicos	pontos	do	domínio	que	poderão	 ser	pontos	de	máximo	ou	
mínimo	de	uma	função	definida	num	intervalo	fechado	e	limitado	são	os	pontos	críticos	e	as	extremidades.	
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Diretrizes para determinar extremos absolutos de uma função contínua f  em um intervalo ],[ ba :
	Calcule	os	pontos	críticos	de	 f .
	Calcule	a	imagem	de	cada	ponto	crítico	e	das	extremidades	 a  e b 	pela	função	 f .
	Compare	os	valores	obtidos:	o	maior	deles	será	o	valor	máximo	de	 f  e o menor deles será o 
valor	mínimo	de	 f .
Exemplo 48: Determine	os	máximos	e	mínimos	absolutos	da	função	 29)( xxf −=  em ]3,3[− .
Esta	função	é	contínua	em	 ]3,3[− 	(por	quê?),	logo	pelo	Teorema	13,	os	extremos	absolutos	de	
f existem neste intervalo. 
Vamos	primeiramente	calcular	os	pontos	críticos	de	 ( ) 2129)( xxf −= . Usando a regra da cadeia, temos














. Logo, 0)(' =xf se, e somente se, 0=x .	Isto	significa	que	o	
único	ponto	crítico	de	 f é 0.
Agora	calculamos	a	imagem	deste	ponto	crítico	e	das	extremidades	do	intervalo	 ]3,3[− : 
0)3( e 0)3( ,3)0( ==−= fff .








Desenhando	uma	figura	onde	os	quadrados	nos	cantos	têm	 x  polegadas de lado, o volume total da caixa 
é	uma	função	de	 x , dado pelo produto da área da base pela altura da caixa:
Como	os	lados	da	folha	de	estanho	medem	12	polegadas,	então	 6≤x .	Assim,	o	domínio	de	V  é o intervalo 
60 ≤≤ x .
Esta	função	V 	é	contínua	em	 ]6,0[ 	(por	quê?),	logo	pelo	Teorema	13,	os	extremos	absolutos	de	V  existem 
neste intervalo e queremos determinar um ponto de máximo de V .
Calculando	os	pontos	críticos	de	V :
V(x) = 144x - 96x+12x² = 12(12 - 8x + x²)
V(x) = 0 ⇔   x = 2 ou x = 6
Desses	dois	pontos	críticos,	apenas	 2=x 	pertence	ao	domínio	de	V .
Calculando	as	imagens	deste	ponto	crítico	com	as	extremidades	do	intervalo	 ]6,0[ :
V(2) = 2(12 - 2. 2)² = 128, V(0) = 0(12 - 2. 0)² = 0   e V(6) = 6(12 - 2. 6)² = 0 
Comparando	estes	valores,	concluímos	que	o	volume	máximo	da	caixa	é	de	128	polegadas	cúbicas,	obtido	
quando os quadrados dos cantos são recortados com 2 polegadas de tamanho para os lados.




4.4.2 Extremos locais (ou relativos)
Teste da primeira derivada: Seja f 	uma	função	contínua	no	intervalo	aberto	 ),( ba . Seja ),( bac∈  e 
suponha que f 	seja	diferenciável	em	todo	ponto	do	conjunto	 ),( ba , exceto em c . 
i)  Se 0)(' >xf ,  para todo ),( cax∈  e 0)(' <xf ,  para todo ),( bcx∈ ,  então c é ponto de máximo 
local de f .
ii) Se 0)(' <xf , para todo ),( cax∈  e 0)(' >xf , para todo ),( bcx∈ , então c é	ponto	de	mínimo	
local de f .
Se	voltarmos	ao	Teorema	10,	este	teste	da	primeira	derivada	fica	bastante	natural.	Veja	o	caso	i):	se	 )(' xf  
passa	de	positiva	para	negativa	no	ponto	 c ,	significa	que	 f  passa de crescente para decrescente neste 
ponto.	Pensando	no	significado	gráfico	desta	última	afirmação,	é	natural	concluir	que	c  é ponto de máximo 
da	função.
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Exemplo 50: Encontre	 os	 pontos	 de	máximo	 e	mínimo	 locais	 de	 12)( 23 ++−= xxxxf  e  esboce  seu  
gráfico.
Para usar o teste da primeira derivada, devemos inicialmente estudar o sinal desta derivada:
 143)( 2' +−= xxxf
3









Sinal da função 'f + - +
Crescimento de f crescente decrescente crescente
Pelo teste da primeira derivada, vemos que 3
1=x  é ponto de máximo local de f  e que 1=x  é ponto 
de	mínimo	local	de	 f .
Além	disso,	podemos	calcular	os	limites	no	infinito	para	depois	esboçar	o	gráfico	de	 f :





Teste da segunda derivada: Seja f 	uma	função	diferenciável	num	intervalo	 ),( ba  e seja ),( bac∈  tal 
que 0)(' =cf  e tal que )('' cf exista.
i) Se 0)('' >cf , então c é	um	ponto	de	mínimo	de	 f .
ii) Se 0)('' <cf , então c é um ponto de máximo de f .
A vantagem deste teste é que precisamos analisar o sinal de ''f  apenas em c , enquanto que no teste 
da primeira derivada era preciso estudar o sinal de 'f  em um intervalo contendo c . A desvantagem é 











Desta vez vamos aplicar o teste da segunda derivada.
Calculando as derivadas:
( ) ( )





































Portanto,	0	é	ponto	de	mínimo	local	de	 f . 
Calculando	os	limites	no	infinito:
Logo, a reta 1=y 	é	uma	assíntota	horizontal	do	gráfico	de	 f .
Calculando a imagem de 0, temos que 1)0( −=f 	e	daí	podemos	esboçar	o	gráfico	de	 f :





4.5 Regras de L’Hôpital
Bernoulli	 descobriu	uma	 regra	usando	derivadas	para	 calcular	 limites	de	 frações	 cujos	numeradores	e	
denominadores	se	aproximam	de	zero	ou	de	infinito.	Ela	é	conhecida	hoje	como	regra	de	L’Hôpital,	em	
homenagem	ao	nobre	francês	que	escreveu	o	primeiro	texto	introdutório	de	cálculo,	onde	ela	aparece.
Regra de L’Hôpital (para a forma indeterminada 0
0
): Seja I 	um	intervalo	aberto	contido	no	domínio	
de	uma	função	diferenciável	 f , seja J um	intervalo	aberto	contido	no	domínio	de	uma	função	


































  b)  
Resolução:
a)	Ao	substituir	x	por	0	na	função,	obtemos	uma	indeterminação	da	forma	 0






































lim  por 
+→ax
lim  ou por 
−→ax
lim no	teorema	anterior	que	o	seu	enunciado	continua	válido.




 (ou  por  −∞→x
lim
)  no  teorema  anterior.  Nesse  caso,  devemos  supor  que  f  e  g  sejam  
















Neste	caso,	temos	uma	indeterminação	na	forma	 0⋅∞ ,	mas	podemos	transformá-la	em	 0
0  para aplicar 
L’Hôpital:
Regra de L’Hôpital (para a forma indeterminada ∞
∞ ): Seja I 	um	intervalo	aberto	contido	no	
domínio	de	uma	função	diferenciável	 f , seja J um	intervalo	aberto	contido	no	domínio	de	uma
	função	diferenciável	 g  e seja JIa ∩∈ . Se , , 0)(' ≠xg , para todo




















Exemplo 54: Calcule os seguintes limites:











0  e ∞
∞ .
II – ATIVIDADES DO TEXTO BÁSICO
Estamos	chegando	ao	fim	desta	disciplina!	Volte	à	página	do	nosso	curso	e	complete	a	Atividade	16.	
Aproveite	os	tutores	e	colegas	para	discutir	as	questões.
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